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COURBURES SCALAIRES DES VARIÉTÉS
D'INVARIANT CONFORME NÉGATIF

ANTOINE RAUZY

Abstract. In this paper, we are interested in the problem of prescribing the

scalar curvature on a compact riemannian manifold of negative conformai in-

variant. We give a necessary and sufficient condition when the prescribed func-

tion f is nonpositive. WTien sup(/) > 0 , we merely find a sufficient condi-

tion. This is the subject of the first theorem. In the second one, we prove the

multiplicity of the solutions of subcritical (for the Sobolev imbeddings) elliptic

equations. In another article [8], we will prove the multiplicity of the solutions

of the prescribing curvature problem, i.e. for a critical elliptic equation.

Cet article est le premier d'une série de deux; on donne ici la démonstration
de résultats parus dans la note à l'Académie des Sciences [7]. On s'intéresse
au problème de la courbure scalaire prescrite dans le cas d'une variété rieman-
nienne d'invariant conforme négatif. On démontre une condition nécessaire
et suffisante pour que le problème admette une solution lorsque la fonction
prescrite / est négative ou nulle. Lorsque sup/ > 0, on n'obtient plus que
des conditions suffisantes (même si l'on démontre que l'une d'entre elles est
nécessaire). Ces résultats font l'objet du Théorème 1. Un second théorème
prouve la multiplicité des solutions d'équations elliptiques sous-critiques (rela-
tivement aux inclusions de Sobolev).

Dans le second article [8], on s'intéressera à la multiplicité des solutions
du problème de courbure prescrite qui conduit à une équation elliptique dont
l'exposant est, cette fois, critique.

I. Position du problème

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n, n > 3. On suppose
M compacte et telle que l'invariant conforme p. soit négatif

ß      «m7u>0       [JM u2"/C-2)](n-2)/n

où R est la courbure scalaire de M. On considère le problème suivant: étant
donnée une fonction / continue sur M, existe-t-il une transformation con-
forme de la métrique g —► g' = u4/<-n~2'1 g, u > 0, telle que / soit la courbure
scalaire de la variété (M, g') ?
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A une transformation conforme près (de la métrique), puisque p est négatif,
on peut toujours considérer (Ai, g) comme une variété de courbure scalaire
constante R < 0 et de volume 1, ce que l'on fera dorénavant.

Analytiquement on cherche une solution de l'équation

(1) Au +     " - 2    RU =     " - 2   fu(n+2)/(n-2)     où M > Q.
4(« - 1) 4(« - 1)

On s'intéresse au cas particulier où / change de signe sur M. En effet, si /
est une constante négative, l'équation (1) admet une solution constante évidente

et Aubin [3, p. 135] a montré que cette solution était unique. Le cas / < 0 a été
entièrement traité par Aubin [2] par une méthode variationnelle, il a montré que
si f < 0 sur M, l'équation (1) admet une unique solution. Kazdan-Warner
[4] et [5] ont retrouvé ce résultat par une méthode de sur et sous-solutions.
Cependant ces deux démonstrations ne peuvent pas être utilisées lorsque /
s'annule ou change de signe.

Kazdan et Warner [4] ont prouvé d'autre part trois propositions qui s'appli-
quent dans le cas général:

1. Pour que l'équation ( 1 ) admette une solution, il est nécessaire que fM f
soit strictement négative.

2. Il existe des fonctions / C°° sur M qui satisfont ¡Mf< 0, sans que
l'équation (1) n'admette de solution.

3. Si l'équation (1) admet une solution pour une fonction /, elle admet
aussi une solution pour toute fonction /' vérifiant f'<f.
Dans tout ce qui suit on supposera donc JM f < 0.

Lorsque / s'annule ou change de signe, la situation peut être très différente
du cas / < 0. Dans ce cas, les auteurs qui se sont intéressés au problème
s'écartent de la question géométrique en cherchant pour quelles valeurs de A,
l'équation

fF,ï Au — lu — fu(n+2)f(n-2)(&X) l±U      AU — JU

admet une solution positive (/ étant une fonction C°° sur M, qui s'annule
ou change de signe).

Les premiers, Kazdan et Warner ont montré que si / est strictement positive
en au moins un point, alors il existe une valeur maximale Xq de A telle que:

si 0 < A < ko, i^x) admet une solution,
si X > ko, iEx) n'a pas de solution.

Ouyang [6], Vazquez et Véron [9] ont montré que cette valeur limite existait

aussi si le maximum de / est nul. Cette étude analytique de l'équation (£¿) se
traduit pour le problème géométrique par les résultats suivants pour l'équation

(1):
Pour / donnée, on pose

Mi ={xeM/fix)>0},

ViM\ ) : l'ensemble des variétés à bord incluses dans M{, on suppose F(Mi )
non vide. On définit la grandeur géométrique A[ = info An où Xçi est la
première valeur propre du laplacien pour le problème de Dirichlet associé à
Q, fí parcourant ViMi). Si Mi est lui-même une variété à bord, Ai = Xm, ■
Vazquez et Véron ont montré le théorème suivant obtenu pour une fonction /
qui s'annule sans changer de signe:
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Théorème.
Si \R\ < ^¡¡Ep-Ai > l'équation (1) admet une unique solution non triviale.

Si Mi est une variété à bord, on a le résultat complet suivant:

si \R\ < ^rr^i - l'équation (1) admet une unique solution non triviale.

si l-R| ̂  4(n"r2'^i. l'équation (1) n'admet pas de solution non identiquement

nulle.

Lorsque / est strictement positive en un point, on n'a plus que le résultat
suivant:

Théorème. Soit f C°° sur M, f > 0 en un point de M, alors il existe ko > Ai

tel que si \R\> 4^ry^o. l'équation (1) n'admet pas de solution non triviale.

Mentionnons enfin que T. Ouyang énonce le théorème suivant (dont la démon-
stration n'a pas paru).

Soit ko le maximum des valeurs de X tel que l'équation (Ex) admette une
solution. Si sup/ > 0 et X < ko, (Ex) admet plusieurs solutions. Elle n'en
admet qu'une lorsque X — Xo. Si sup/ = 0, l'équation (E¿0) n'admet pas de
solution non triviale.

Ainsi, lorsque / change de signe on ne dispose plus que de conditions
nécessaires à l'existence de solutions de l'équation (1). On est donc amené à
rechercher des conditions suffisantes sur /. Dans ce but, on utilise une méthode
variationnelle du type de celle de Yamabe. On s'aperçoit cependant que la fonc-
tionnelle classique

4-^JMWu\2 + JMRu2

[/w/"2"/(n-2)]("-2,/"

ne convient pas ici, et qu'il est préférable de la modifier quelque peu. En effet
cette fonctionnelle n'est pas minorée a priori. Lorsqu'on impose des contraintes
de façon à obtenir un minimum, les multiplicateurs de Lagrange que l'on intro-
duit sont difficiles à contrôler.

Par cette méthode, on trouve des conditions suffisantes pour que l'équation
(1) admette des solutions lorsque / change de signe, de plus lorsque / s'annule
sans changer de signe ces conditions sont nécessaires. La démonstration permet
de retrouver les résultats d'existence de Kazdan et Warner ainsi que ceux de
Ouyang et Vazquez-Véron.

Par ailleurs on prouve que sous certaines hypothèses, l'équation

(2) Au +   "~2^Ru =   "~\jW>-',v ' 4(n- 1) 4(n- 1)

où a est inférieur à l'exposant critique de Sobolev —^ , admet au moins deux

solutions.

Notations. On pose:

(a) R=^r}R, R<0.

(b) 7Y = —^ , n dimension de la variété.

(c) || ||p désigne la norme dans Lp ; H2 est l'espace de Sobolev des fonctions
de L2, dont le gradient est dans L-L •

(d) Ki et Ai sont deux constantes telles que V« e H2(M), on ait:
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\\u\\2N<Ki\\Vu\\22 + Ai\\u\\2.

(e)/- = inf(/,0) et/+ = sup(/,0).

II. Enoncé des résultats

Soit f une fonction C°° sur M. On définit

X  = inf ^VmI
1     r !   n

uesi   J\u\2

avec sf = {ueH2,u>0,u£0 telle que ¡M \f~\u = 0} .

Xf € R, et si si = 0, on pose Xf = +oo.

II.1. Equation critique.

Théorème 1. // existe une constante C strictement positive, qui ne dépend que

de f~ljf~, telle que si f C°° sur M vérifie les conditions suivantes:

(2) (SUP/ } < C

(2) f|/_!   <C,

l'équation (1) admet une solution partout positive, f est alors la courbure
scalaire d'une métrique conforme à g. La condition (1) est nécessaire.

Remarque 1. La condition (1): |7?| < 4^~^A/ est toujours nécessaire. Dans

le cas particulier où / s'annule sans changer de signe, c'est-à-dire /+ = 0, la
condition (2) est toujours vérifiée, la condition (1) devient donc nécessaire et
suffisante.

Remarque 2. On retrouve les conditions d'existence de solutions de Kazdan et
Warner, et de Vazquez-Véron. On a en effet le résultat suivant:

Lemme 1. Pour une fonction f C°° telle que M\ = {x e M/fix) > 0} soit une
variété à bord, les deux réels Ai, première valeur propre du laplacien du problème
de Dirichlet associé à Mi, et Xf, introduit ci-dessus, coïncident.

De plus on verra qu'il est naturel de poser Xf = +oo lorsque Mx -

{x € M/fix) > 0} est de mesure nulle. Ainsi pour / < 0, sup/+ = 0 et
la condition (2) du théorème est vérifiée; pour / < 0, Xf = +oo et la condi-
tion (1) est vérifiée. Les théorèmes d'existence précédents sont compris dans
l'énoncé du théorème 1.

Remarque 3. On obtient immédiatement des exemples de fonctions / C°° per-
mettant d'obtenir des solutions en remarquant que

/,
K

f>o .4+*ap=ijW
-l-n/2 n-2

implique   Xf >        _     \R\.

(Voir lemme 2.) A\ et Ki sont les constantes des inégalités de Sobolev.

II.2. Equation sous-critique.   Si l'exposant de l'équation (2) n'est pas critique,

c'est-à-dire lorsque q e]2, jir2[, on obtient le théorème suivant:
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Théorème 2. Pour toute fonction f C°° sur M, il existe une constante Cq

strictement positive, qui ne dépend que de f~'/ / f~ , telle que si f vérifie les
conditions suivantes:

(1)    \R\<^-^lXf,

<cq,

4(»-l)

n-2

(2) (sup/+)/||/-

(3) sup/>0,

alors l'équation (2) admet deux solutions distinctes non identiquement nulles.

Pour un exposant q non critique, on peut résumer la situation ainsi: on
cherche à minimiser une fonctionnelle Fq pour des fonctions de norme fixée

dans Lq. Soit k cette norme, pkq le minimum.

Fq(u) = j\Vu\2 + R.ju2- j fu"   oùqe]2,N[,

u est une fonction qui appartient à l'ensemble

^,a = {H€//2,w>0,||u||* = /c}

et on note pk,q = infu€^ ? Fq(u).

On obtient trois types de courbes pk<q(k) :
Le premier cas correspond à une fonction / telle que / < 0, ou / < 0 et

J}=01 = 0, ou / < 0 et Xf > 4("n~2)|-RU la courbe k -> p.k,q(k) part de 0,

décroît passe par un minimum négatif puis croît et tend vers +oc avec k .
Le deuxième type correspond à des fonctions telles que sup / > 0. Cette fois

la courbe k —» pk>q(k) part de 0, décroît passe par un minimum négatif puis
croît passe par un maximum et finalement tend vers -oo avec k. On montre

ici que dans le cas où ce maximum est positif on obtient deux solutions pour

l'équation (2).
Le troisième type, dont on ne montre pas l'existence, représente les cas où

l'on ne peut pas minimiser la fonctionnelle. La courbe k —► pk,q(k) part de 0,
ne cesse de décroître et tend vers -co avec k . On ne peut donc rien conclure
par la méthode utilisée ici.

III. Etude de Xf. Condition nécessaire

III.1. Démonstration du lemme 1. Le lemme 1 énonçait: pour une fonction

/ C°° telle que Mi = {x e M/f(x) > 0} soit une variété à bord, les deux
réels Ai et Xf, coïncident. Supposons donc que Mi soit une variété à bord.

On a Xf = infu€^ / |Vm|2/ / |m|2 . Avec sf = {« e H2, u > 0, u ^ 0 telle que
Im \f~\u = 0} ■ Ai, tel qu'il est introduit par Ouyang et Véron, est défini par

L |V«|2
A, = inf JM' '

«6«/'    Jj
Mi

avec sf1 = {u e C°°, u > 0 sur Mx, u = 0 sur dMx} .
Immédiatement on a l'inclusion de sf' dans sf, donc A/ < Ai.  Or une

étude classique montre que Xf est atteint, et d'après les théorèmes de régularité,
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une fonction qui réalise ce minimum est C°° sur Mx. Il existe donc «o con-
tinue telle que w0 > 0, tz0 ̂  0 et

|2

= Xf.f \f-\u0 = 0, qui vérifie Ä- -
Jm . Jm Wr

Donc Mo e s/' et A/ = Ai.

III.2. Estimation de Xf.    De la définition de Xf, on déduit deux propriétés
réunies ici sous la forme d'un lemme:

Lemme 2.  (1) Pour tout e donné, il existe des fonctions f telles que Xf < e.

(2) Lorsque  L>01 tend vers zéro if étant considérée ici comme variable),

Xf tend vers l'infini. En particulier la condition

l-n/2

/   ls
Jf>0

Ai+Ki
«-2

\R\ implique   Xf> \R\i4(«-iy

Démonstration. (1) Considérons une fonction fi, strictement négative sur

une boule de centre xo, de rayon tf, B(xq , Jf), fr¡ étant positive ou nulle en
dehors de cette boule. Soit un une fonction radiale qui vaut 1 à l'extérieur de
la boule de centre xo, de rayon 2«, zéro à l'intérieur de 73(jco ,n), un étant

continue et affine pour r e [«, 2w]. Alors A/? < JM |Vzz,|2/ JM \un\2 . Comme
les coefficients de la métrique sont bornés, il existe deux constantes positives c
et c' telles que, w étant une constante positive:

Xf < C-'-r1-:— < C-Jn —

,n—2

1 - nnd     -       ni- nnc'

Ainsi Xf tend vers zéro avec «.

(2) Pour montrer la deuxième propriété on utilise l'inégalité de Holder

• 2/JV r   t -,(N-2)/N

jf>o       VJf>o   J    L/7>o Jlf>0 Uf>0       J lJf>0

Considérons des fonctions de s/ d'après l'inégalité de Sobolev

\\u\\2N<Ki\\Vu\\2 + Ai\\u\\22.

//>o l"l2 ^ t//>o l]{N-2),NiKi \\Vu\\2 + Ai \\u\\2). Ainsi puisque
N-2 _ 2

lf£ Ki UJ
-2/n

-Ai

Donc, lorsque  L>01 tend vers zéro, Xf tend vers l'infini, on en déduit

Jf>0
Ai+Ki

-mi
implique   Xf>\R\.

4(«-l)'

De cette propriété et du théorème 1, on déduit le lemme suivant:

Lemme 3. Dans la classe conforme d'une métrique à courbure scalaire constante
négative, il existe toujours une métrique dont la courbure scalaire change de signe.

III.3. Condition nécessaire. Soit Mi = {x € M/fix) > 0}, si Mi = 0,
Xf — +oo, la condition est inutile. Si Mi = M, Xf = 0 et l'équation (1) n'a
effectivement pas de solution.
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Si M i jé 0, soit Q un ouvert à bord C°° tel que M\ C fi, soit fi' un
ouvert à bord C°° vérifiant Mi c Í2' C il et dfi' nôiî = 0. Soit m une
fonction plateau qui vaut 1 sur fi', à support dans fi et u une fonction de

o

s/ , alors nu es/ , mais aussi nw e 7/2(fi) • On a donc HVrçwH2; = /\Vn\2u2 +

2 JiVn-Vu)riu+f \Vu\2n2 . Or Vn est borné et vaut 0 sur fi' et u = 0 presque

partout sur Af\fi' donc / |V«|2«2 = 0 et /(Vm • Vm)mm = 0 car rçzzVrç = 0
presque partout sur M et V« e L2. Mais par ailleurs ||wm||2 = ||w||2 donc

Xf = infM€^(£i) / |Vw|2/ / \u\2 , avec ^(Q) = [u e 7/2(fi), u > 0, u =zé 0 telle

Si on considère alors fi, une suite d'ouverts emboîtés vérifiant
(1) fi7 est un ouvert à bord C°° contenant Mi,

(2) Vx e Af tel que /(x) < 0, il existe / tel que x e fiy ,
on peut définir en reprenant les notations de Vazquez-Véron:

An, = inf     \Vu\2l (\u\2, avec s/j = {u € #2(fi;), m > 0, \\u\\¡ = 1}.
»6j^ 7 7

On a ¿y(û/) c sfj donc A/ > Any.
Par conséquent, si V7, Vj > 0 est une fonction propre du laplacien pour le

problème de Dirichlet associé à fi; de norme L2 égale à 1, les vj forment

une suite bornée de H2iM), donc à une sous-suite près convergent faible-

ment vers une fonction v lorsque 7 tend vers l'infini. Les Vj convergent

aussi fortement dans L2 et presque partout vers la même fonction v d'où

lhriy^ooAiî > J\Vv\2. D'autre part pour tout x de M tel que fix) < 0,

v(x) = 0. On en déduit v e s/ et lim,-^ Aq; = Xf.

Il est alors facile de montrer |7?| < Xf. En effet

/   AVjU - /   AuVj = - /     -^-u > 0
Ja,     J      Jcïj Jan, an    -

donc

(¿a, + R) [ VjU - / fuN~lVj > inf « /    -^ > 0

puisque

7n, /an;     ö"

Comme lorsque 7 tend vers l'infini supn (/) < e pour tout e > 0, lim A^+i? >

0 et donc Xf > \R\.

Montrons alors l'inégalité stricte (A/ ^ \R\) •

r r r
\Xa + R~\ sup m /   vj > Mu Xq /  Vj + MifuN~l) /   Vj

M      JClj M ' Ja. £î, 7q.

et donc par passage à la limite |A^+Ä| sup^ u > inf m uXf > 0 (A/ > 0 puisque

/ est négative en un point), on en déduit finalement Xf # —R.
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IV. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 1

Puisqu'il est équivalent de prouver l'existence d'une solution pour l'équation

(1) avec la fonction / ou avec a/, a > 0, on considère la fonctionnelle:

Fq(u)= f\Vu\2 + R lu2- ífu"   oùqe]2,N[,

u est une fonction qui appartient à l'ensemble

&k<q = {ueH2,u>0,\\u\\q = k}

et on note pk,q = infM6^ q Fq(u).

rv.l. pkq est atteint. On considère une suite minimisante de fonctions de

3Sk,q, soit (Uj)jçm telle que \\Uj\\qq = k, et lim;-+00Fa(w;) = pk,q. u¡ est

une suite bornée dans H2, car à partir d'un certain rang Fq(uj) < pkq + l ,et

donc \\VUj\\\< p.k_q + l + kstxp f - k2l«R et \\uj\\\ < k2!" .
Par conséquent u¡ converge faiblement dans H2, l'inclusion compacte de

H2 dans Lq et l'unicité de la limite faible permettent d'affirmer qu'une sous-
suite toujours notée Uj converge fortement dans Lq vers une limite u. u
vérifie:

\\u\\q = k   et     fvuVv + R fuv-^ ffuq~xv=Xk,q fuq-xv.

Les théorèmes de régularité montrent qu'alors u est continue. Evidemment,
lorsque k tend vers zéro, pkq tend vers zéro. On peut préciser le comporte-

ment de uk a en zéro grâce au lemme suivant:

Lemme 4. Lorsque k est assez proche de zéro pkq <0.

En effet pkq < Fq(kx/q) < Rk2/q - k //. Donc, pour des normes k assez

petites pk,q est négatif. De plus la tangente à la courbe k -* p.k q est verticale
en zéro.

Pour des normes k grandes.

Si / < 0, Fq(u) > Rk2lq + k\ sup/|, on en déduit immédiatement que pk^q
est positif lorsque k est assez grand.

Le cas le plus délicat est le cas sup/ = 0, on verra au cours de la démonstra-

tion de la proposition 2 qu'alors il existe ko tel que pkq>0 pour tout k > ko.

Lemme 5. Si sup/> 0, pk,q est négatif pour k assez grand. Deplus pk¡q est

atteint pour des fonctions telles que f fuq > 0.

En effet, si pk q < R~k2/q < 0, une fonction u qui réalise le minimum a la

propriété / fuq > 0. On considère alors une fonction v à support inclus dans

l'ouvert de la variété où / > 0. On suppose v e Cx et ||v||| = 1. Alors

Fq(kxlqv) = (HVt;^ + R\\v\\22)k2lq - k f fv«.

Comme / fvq > 0, Fq(kxlqv) < Rk2/q pour k assez grand. Donc pk>q est
négatif à partir d'une certaine valeur de k.
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rV.2. Continuité de pk _ q .

Proposition 1. pkq est une fonction continue de k.

Démonstration. Pour k et k', soient zz et u' des fonctions de norme 1 dans
Lq telles que Fq(kxlqu) = pkq et Fq(knlqu) = pk> q . Alors

Pk' -pk,q = k2'«    Í |V«'|2 - |Vw|2 + R f u'2 - u2] - k Í fiu'q - uq)

+ ik'2'q - k2'")   f | Vz/|2 + R f zz'2l - ik' -k) j fu'q.

Comme k' est pris dans un voisinage de k, / |Vzz'|2+i?/u'2 et / fu'q restent

bornés. Par ailleurs, par définition de pkq , Fq(kxlqu') > Fq(kxlqu).

On en déduit

liminf(/zJt,,1?-/z¿,¡?)>0.
k'—tk

Mais, en mettant k' en facteur:

Pk',q-Pk,q = k'2lq   [\Vu'\2-\Vu\2-r[u'2-u2  - k' j fiu'q - uq)

+ ik'2lq -k2'q) f \Vu\2 + R juA - ik' -k) f fuq
En utilisant cette fois la définition de pk> _ q on obtient

limsnoipk, q - pk q) <0.
k'—k

Par conséquent pk q est une fonction continue de k.

rv.3. Etude de A/i)/j? dans le cas e   L>0 1 > 0.    On définit maintenant la

quantité Xft^q = infuej/(,,9) ||Vm|||/||zz||^ , avec

s/in, 0) = |u e Hf/u > 0, Ml = 1, et j \f~\uq = * j \f~\} ,

pour un réel r\ > 0.

On suppose jf>01 > 0 et on définit X'fr)q = infB€J/,(IJ>i) ||Vm|^/||zz||^ , avec

s/'in, 0) = |m e H2/u > 0, ||«|1| = 1, et j\f-\uq<nj |/"|}.

AV est une fonction décroissante de rj, qui est majorée par Xf pour tout

«, mais aussi par Ay ^ ? .
Soit alors une suite minimisante v¡ de fonctions de s/'in, q) telle que

||Vt>,||2!/||i',||2 tende vers X', . Les v¡ forment une suite bornée de H2,

cette suite converge faiblement dans H2 donc fortement dans L2 et Lq (à une

sous-suite près) vers v .

Donc ||v||| = 1, ¡\f-\vq < ¡\f-\n et ||v||§ = lim||«/|]. Finalement,

v6sf'in,q). Mais, comme ||Vw||2 < lim ||Vv/||2, ||Vt;|||/||t;||¡ < X'ft¡ q donc

X'f       est atteint.

De plus f\f~\vq = J\f-\n. En effet si ¡\f~\vq < ¡\f~\n, il existe une

constante positive a telle que / |/~|(v + a)q - j \f~\n alors \\v + a\\qq > 1 et

\\V(v + a)\\22 ̂ HV^Hl = v
\v + a\\i \v\\22

f.n.Q'
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Puisque (v+a)/\\v+a\\2 e sf'(n, q), ceci est en contradiction avec la définition
de A',f,n,q

On a donc montré que X'j- et Xf n q sont égaux, donc A/,,,, est une

fonction décroissante de n, qui est majorée par Xf pour tout n, et kftn¡q

est atteint par une fonction de sf(n,q), avec sf(n,q) = {u e Hf/u > 0,

\\u\\q = l,et ¡\f-\uq = r,!\f-\}.
Pour étudier la convergence de A/>7>s lorsque >/ décroît, on démontre deux

lemmes:

Lemme 6. Sozi q e]2, N[ lorsque n tend vers zéro A/f?># tend vers kf.

Démonstration. Puisque kf v >a est atteint par une fonction que l'on notera

v„,q. Lorsque n varie, les vn,q forment une suite bornée de H2. En effet, M

est de volume l,et ||u,,a||' = 1. Donc Hty,,«!!2 < 1 et ||Vu,,a||^ <A/>)?>i <kf.
Donc, lorsque n tend vers zéro, ü,,a converge à une sous-suite près faiblement

dans H2 vers vq, fortement dans L2 et Lq. Par conséquent ||va||| = 1,

f\f~\vq = 0, vq >0, donc vqesf(n,q) et \\vq\\\ = lim||t;,,9||| d'autre part:

RVt^SBmíA/.^IK.JÍ1)
<A/limK,a||Í

Donc llVUalll/llUalll =kf par définition de kf. Ce qui montre que A/,,,, tend
vers kf lorsque q est fixé.

Lemme 7. Soit e > 0, il existe n0 tel que pour tout n < r¡o, il existe qn tel que

pour tout q> qn, A/,,,a > kf - e.

Démonstration. On va raisonner par l'absurde. Supposons qu'il existe un e > 0

tel que, pour tout r\o > il existe r\ <r\o et pour tout qn, il existe une valeur de

q > qn telle que kf n q < kf - e.

Soit toujours vn,q une fonction qui réalise A/tf >fl , on a ||tv?ll? = 1 donc

||^,?||2 < 1 et ||Vu,i?|||/||t;,,0|¡| «A/)9(i. Ainsi >/ étant convenablement
choisi, il existe une suite de valeurs de a qui tend vers N telle que pour

chaque a de cette suite la fonction vn<q associée vérifie

IlYh¿qHi -.1        ^;      p
HvV,«ll2

Ces v,^ forment une suite bornée de H2 qui converge faiblement dans H2,

fortement dans L2 vers v„ . On a donc ||Vv,||j < liminf ||Vu,>a||2. La conver-

gence forte dans L2 permet d'affirmer |Vv,||| < (A/ - e) Jv2, mais l'inégalité

de Sobolev 1 < (Kikf + Ai) j v2 q implique

" - Kikf + Ai

On vérifie alors aisément que ¡v^<l et J \f~\v2 < n J \f~\. En effet, pour
k < N fixé, Va > k

/r \ r -\kli r r       i '-*/«
<?<i et y iri<9 < [y i/"K9j  [j\f-

s

<nk/g
/,/-
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k étant toujours fixé on peut faire tendre q vers N

|<<1   et    j\f-\v*<nklN j\f-\.

Sur A = {x e M/vn(x) > 1}, le lemme de Fatou appliqué à v* et \f~\v$

impose lim^tf/^ u* = Jv¡* et limk^N JA \f~\v* = ¡A\f-\v^. Sur M\A la
convergence dominée permet de conclure. Faisons maintenant varier n, con-
sidérons une suite de valeurs de n qui tend vers zéro, telle que pour chaque n de

cette suite, pour tout qn, il existe une valeur de q> qn telle que Xf ̂ nq < Xf-e.
On peut, d'après ce qui précède, associer à chacune de ces valeurs de n une
fonction vn . La suite des fonctions vn est bornée dans H2 et

JV»- KiXf + Ai

donc lorsque n tend vers zéro, vn converge faiblement dans H2 et fortement

dans L2 vers v positive et non identiquement nulle, qui vérifie

j\Vv\2<iXf-e)\\v\\22.

Mais 0 < J\f-\vN < lim,_o/l/"l< < lf\f~\ implique ¡\f~\v = 0. Par
conséquent v e si et par définition de Xf, /|Vu|2/||t;||2 > Xf, ce qui est

contradictoire. Autrement dit Ve > 0, 3t]o tel que V?/ < r\o, /|Vv,|2/||t;^||2 >

Xf-e.

3«o tel que V» < rjo il existe qn tel que V# > qn, Xf n q > Xf - e.

Si maintenant sup / = 0 et J\.>01 = 0, Xf n'est plus défini. On va montrer

que l'on obtient l'équivalent des lemmes 6 et 7 en remplaçant Xf par +oo.

IVA Etude de Xft¡¡ q dans le cas JV>01 = 0, sup/ = 0. Si //>01 = 0

et donc sup/ = 0, on peut toujours définir A/fÇ>i pour n # 0. Xfnq =

inf^^^^jllVzzll^/lltzll2, avec s/in,q) = {u € H2/u > 0,\\u\\q = 1, et
J\f~\uq = n j\f~\} . A n fixé, pour q e]2, N[, Xf >fiî existe, en effet s/(n,q)
est non vide puisqu'il existe toujours une fonction u C°° telle que ||w||| = 1

dont le support soit inclus dans l'ouvert {jc e Af, \f~\ix) < nf\f~\j. La
même démonstration que dans le cas /r>0 1 > 0, prouve que Xf^ q est atteint

par une fonction de srf(n, q), et que Xf n q décroît lorsque n croît.
On a alors le lemme 8

Lemme 8. Soit #e]2, JV[ lorsque n tend vers zéro Xf^<q tend vers l'infini.

Démonstration. A/ ^ 9 est atteint par une fonction que l'on notera vntt). Sup-
posons que lorsque « tend vers zéro, on puisse trouver une suite de vn, q qui

forment une suite bornée de H2 .

Lorsque « tend vers zéro, les vn,q convergent, à une sous-suite près, faible-

ment dans H2 vers vq, fortement dans L2 et Lq .

Par conséquent, \\vq\\qq = 1 et f\f~\vq = 0. Comme cette dernière égalité
entraîne vq = 0 presque partout, elle est contradictoire avec la première. Donc
A/,,,, tend vers l'infini lorsque « tend vers zéro, à q fixé.

On peut aussi montrer l'équivalent du lemme 7
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Lemme 9. Il existe rjo tel que pour tout n < n0, il existe qn tel que pour tout

q>qn A/,,,, >|ä|.

Démonstration. On raisonne de nouveau par l'absurde.

Supposons qu'il existe une suite de valeurs de n, (tlj)jen qui tende vers zéro,

telle qu'il existe q¡ e]2, N[ tel que: kftflJ<qj < \R\. kf^jtQ] est atteint par

une fonction v¡ qui vérifie ||v/|i£ = 1 et |jVf^||| < A/>9,(f.. La suite Vj est

donc bornée dans H2, elle converge (à une sous suite près) faiblement dans

H2 , fortement dans L2 vers une fonction v .
De plus, toujours à une sous-suite près, quelque soit la limite q des q¡, q e

[2, N], puisque la suite converge faiblement dans Lq , on a:

0 < J \T \vq < Jim j \f- \vf < r¡j J \f-

Donc / \f~ \vq = 0, v est presque partout nulle, ||u||2 = 0. Ainsi lim \\Vj ||| = 0
et l'inégalité de Sobolev

KiïïWjïïl^l-AiWvjW2

contredit le fait que kf ¡t¡ q. reste borné.

Ces lemmes établis on peut démontrer la proposition 2.

IV.5. pk g est positif pour une certaine valeur de k .

Proposition 2. Soit q e]2, N[, on rappelle, R = 4"„12i)-R•

(a) Supposons sup / > 0 et kf > \R\, il existe n, tel que e = kf ^q + R>0.
On pose

Cq = ^ inf [ -as-, 1 )
8      VlÄl^+^dUI + e)]     ;

où Ai et Ki sont les constantes de l'inégalité de Sobolev. Si sup///|/~| < Cq,

où Cq ne dépend que de f~/ / |/~ |, alors il existe un intervalle Iq = [ki p q , /c2, a]

tel que V/c e Iq, pk>a > 0.

(b) Si sup/ = 0, soit L>01 = 0, soit si $f>01 ^ 0, on suppose kf > \R\,

alors il existe un intervalle Iq = [kiq, +oo[ tel que V/c e Iq, p,k t q > 0.

Démonstration. Si sup / > 0, dans les conditions de la proposition, d'après les

lemmes 6 et 8, il existe r\, tel que s = kf^¡q +R > 0.

On suppose que / vérifie les conditions de la proposition. Soit alors u, une
fonction de H2, positive ou nulle sur M, telle que:  ||u||| = k avec fc(ff_2'/ff >

2|ä|/ij/|/-|. On pose kUq = [2|ä|/ij/|/-|]«/<«-2>.
Deux cas se présentent:

Soit / \f~\uq >nkf\f~\. Mais alors, on peut minorer

Gq(u) = \\Vu\\22 + R\\u\\22 + J\f-\uq
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En effet:

Gq(u)>R\\ufg + j\f-\nk

> \R\k2'q

> |Ä|fc2/«

"¡\f  l/ci-2/g _ j
1*1

Soit ¡\f~\uq < nk$\f~\ mais alors:   ||Vm||^/||m||^ > A/jf/i0, et on peut
minorer Gq(u) ainsi:

Gq(u)>(kf,,,q + R)\\u\\22 + J\f-\uq

>e\\u\\22 + j\f-\uq.

On pose alors a + ß = e, a = ßAi/\R\Ki, comme

\\u\\l = -L[\\Vu\\2 + J\f-\uq-Gq(u)]
\R\

d'après la définition de a et ß, on a:

ß

et donc

Gq(u) > a\\u\\22 + j|j[l!VK||2 + j \r\uq - Gq(u)] + j \f-\uq

1 + t-) Gq(u) > a\\u\\22 + -L\\Vu\\\

~\R\
liv«iii + ̂ n«iii

par construction a\R\lß = Ai/Kx d'où comme ÄTiflVa|j| + ^li||«||| > \\u\\2 =
k2lq.

\R\ Ki   \       \R\]
et finalement puisque

-k2'q
ß = _Ki}R^ -e__

Ai+Ki\R\ * Ai+Ki(\R\ + e)

si sup/= 0, on a V/t > /ci>?, p,kq > 0.
Si sup/> 0, posons

m = inf
KAi+Ki(\R\ + e)

,\R\

Fq(u) = Gq(u) - Jf+uq > Gq(u) - sup//c et V/c > kUq, Fq(u) > mk2lq -
/csup/. On a

Fq(u) > jmk2'q > 0,    sik<
m

2 sup/

1/(9-2)
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Mais puisque l'on a posé sup/ < / \f~\Cq , avec Cq = «zw/8|7?|, l'inégalité est
vérifiée si

k<
m l9/(«-2)

2/I/ÍQ «/!/-

1?/(«-2)

= 2ql{q~2)k\,i-

avec toujours fci >9 = [2\R\/n j \f~\]q/{q~2). On posera k2<q = 2nl2ki ,q . Ce qui
démontre la proposition.

IV.6. Fin de la démonstration du théorème 1.

Remarque. Lorsque l'on considère une suite de valeurs de q qui tend vers N,
la suite des valeurs Cq ne tend pas vers 0; de même si sup f =0, kiq ne tend

pas vers l'infini et si sup f > 0, kiq ne tend pas vers k2.q , et le sup des pktq
ne tend pas vers zéro.

En effet, si on fait tendre q vers N, d'après le lemme 7, on peut choisir une

valeur de «, telle que il existe qn qui réalise pour tout q > qn , Xfytl^q+ R>
e > 0. Alors, d'après la proposition 2, si

sup/ < C = 77 inf { —-=-
8      VlÄlM.+^d^l + e)]

, 1 j

il existe une suite d'intervalles Iq , dont la longueur ne tend pas vers zéro, tels

que pour tout q, V/c e Iq , fik,q > 0.
Pour tout 0 e ]q^, N[, que / prenne des valeurs positives ou non, on a donc

montré que sous les hypothèses du théorème, il existe toujours un intervalle

[lq, l'q] tel que Vfc e [lq,l'q], ßk,q > 0. lq et l'q dépendent de / et de q,
mais pour une fonction / donnée lorsque q tend vers N, l'q - lq ne tend pas

vers zéro, en effet on peut choisir lq tel que lq —* l = [2\R\/n f \f~\]n/2 et

l'q —> 2n/2/. De plus, d'après la démonstration précédente, si sup/ > 0, en

posant fikQ^q = sup^Rt nk,q , il est clair que lorsque q tend vers N, ^if ne
tend pas vers zéro. On pose alors

Pkq,q=   inf F„(u)

avec

&k,q = {ueH2,u>0,\\u\\q<l'q}

est atteint pour une fonction uq qui satisfait \\uq\\q = kq et Fq(uq) =

fik q étant négatif lorsque k est proche de zéro, nkqq < 0.  On en

déduit que fc9 est inférieur à lq , donc à l'q , puisque Vk e[lq, l'q], ßk q > 0.
uq est donc un point critique de la fonctionnelle et les théorèmes de régularité

montrent qu'alors uq est une solution C°° de l'équation (2). Comme il apparaît

clairement dans la démonstration de la proposition 2, les uq sont majorés dans
Lq.

En effet puisque kq <kUq = [2|j?|/ij/ |/-|]<?A«-2) on a kq < C avec

C = sup
21*1\<¡l«~
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Les uq sont des fonctions strictement positives (Aubin [3, Proposition 3.75]).
Ces fonctions vérifient:

Auq+Ruq = \fuqq-X.

Ainsi lorsque uq est minimale Auq < 0 et par conséquent
(a) lorsque en un point P de M uq est minimale f(P) < 0.

(b) f(P)uq-x(P)<lRuq(P) donc

Ainsi les uq sont uniformément minorées par m' > 0. Il reste à montrer que

les pkq<q sont uniformément bornés pour a e [qn, N]. D'une part pkq,q < 0,
d'autre part

Pk, ,q > Rk2qlq - sup//ca > RC'2'q - sup fC

>(R-sunf)C,        car-<l.

On en déduit que la suite uq est bornée dans H2 . En effetM

\\uq\\2<C'2'q,    et   \\Vuq\\2<pkq,q +j fuqq-R\\uq"2*<?II2

< sup/C.

A une sous-suite près, uq converge alors faiblement dans H2 vers une fonc-

tion u, l'inclusion compacte de H2 dans L2 et l'unicité de la limite faible
impliquent alors la convergence vers u des uq dans L2 et presque partout.

Par ailleurs pour tout q e[qo, N]:

ívuqVv + R íuqv-í ffuq-xv = 0, 1v e H2

La convergence faible dans H2 et forte dans L#_i impliquent

ívuVv + R fuv-j ÍfuN~xv^0, WveH2.

Donc u satisfait faiblement l'équation

(1) Au + Ru=^fuN~x.

Les théorèmes de régularité assurent qu'alors u est C°° et la convergence
presque partout des uq vers u entraîne u(x) > m' pour tout x e M, u
est une solution non triviale de l'équation (1).

V. Démonstration du théorème 2

On suppose ici sup/ > 0, et (sup/+)//|/~| < C. Dans les conditions du
théorème on a vu qu'il existe un intervalle Iq, tel que si k e Iq, pk, q soit
positif. Par ailleurs, pour k proche de zéro pk<q est négatif, de même que
lorsque k tend vers l'infini.

On en déduit que pk q possède un minimum et un maximum. Le minimum

(relatif) est atteint, on l'a montré, par une fonction solution de l'équation (1).
Pour montrer que l'on obtient une autre solution, on utilise le lemme du col.
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Lemme 10. La condition de Palais-Smale est vérifiée.

On raisonne par l'absurde. Supposons qu'il existe une suite de fonctions v„
telle que Fivn) tend vers une limite finie C,F(vn) tend vers zéro et v„ tend

vers l'infini en norme H2.

On a donc pour tout \ dans H2 :

Í fVv„VÇ + RjvnÇ-îJfvq-xc: = eM\\,

\j\Vvn\2 + Rjv2-jfvq^C,

où || || désigne la norme dans H2 . Donc en particulier pour £ = vn .

U\Vvn\2 + Rfv2-iJM=e\\vn\\,

\f\Vvn\2 + Rjv2-ffvq-+C.

On en déduit Ve > 0, 3/V0/V« > N0

\($-l)JM-C\<e + S\\vn\\,

( (§-l)[/|Vt;n|2 + ̂ /t;2]-fc|<fe + e|K||

Soit alors k une norme Lq telle que ßk<q soit positif. On pose w„ = kl/gjîhr

on a alors

{

(i _ \) t fw<i _    kC   \ < Jçe      ,   o   IN«Il
^2    l)JJw"    rayp W, + e\\v„\\<-"

ia2-l)[S\Vwn\2 + Rfw2}-^ k2'"C <  q k2'"e_-   2ÏNTUJ+ ̂ '/«£W

Puisque ||ifn||2 est bornée, la deuxième équation entraine que w„ est une suite

bornée de H2 . Mais alors, si ||vn||? tend vers l'infini, les deux équations ci-

dessus entraînent F(uj„) —► 0. Par ailleurs, comme \\w„\\qq = k, on a F(wn) >

ßk,q, et donc ßkq < 0 mais on a choisi k de telle sorte que ßkq > 0,

on obtient donc une contradiction. Une telle suite est donc bornée dans H2.
Puisque q < N, les inclusions de Sobolev sont compactes, on en déduit que la
condition de Palais-Smale est vérifiée.

Soit ko la norme telle que ß/^ q soit maximum. Soient ki et k2 des normes
telles que

ßki,q = 0;    ki<ko,

ßk2,q = 0;    k2>ko.

Soient

et

r € {« € C([0, 1], H2)/hi0) = uki ,q , «(1) = uk2,q}

ßq = inf max Fq(h(y)).
q      A€ry€[0,l]    q

Si ßq n'était pas un niveau critique, il existerait e, inférieur à ßq/2, tel que
F~x{[ßq - e, ßq + e]} ne contienne pas de point critique.

Mais alors, en reprenant la démonstration d'Ambrosetti-Rabinowitz [1], il
existerait n,, t e [0, 1], continue en t, de H2 dans H2, vérifiant:

(1) noiu) = u, Vtze//2.
(2) n,iu) = m, VueH2,u<¿F~x{[ßq -e,ßq + e]}.
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(3) t]t est un homéomorphisme de H2.

(4) Fq(nt(u)) < Fq(u), Vu e H2.
(5) t]i ({u/Fq(u) < p + e}) est inclus dans {u/Fq(u) < pq - e} .
Soit alors un chemin h € T tel que max^o, i] Fq(h(y)) < pq + e. Comme

Fq(uk) >fl) < pq - s et Fq(uk2¡q)<pq-e,

m(Vk, ,«)*«*,,«   et   r¡i(ukl,q) = uk2,q.

Donc //i (h) e F mais max^o, i] Fq(rji(h(y)) < pq — e ce qui serait une contra-
diction.

On en déduit que pq est un niveau critique de la fonctionnelle, comme par
ailleurs on a pq> pkt¡q>0 ,il s'ensuit que l'équation (2) admet deux solutions
distinctes non nulles.
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