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COURBURES SCALAIRES DES VARIETES
D’INVARIANT CONFORME NEGATIF

ANTOINE RAUZY

ABSTRACT: In this paper, we are interested in the problem of prescribing the
scalar curvature on a compact riemannian manifold of negative conformal in-
variant. We give a necessary and sufficient condition when the prescribed func-
tion f is nonpositive. When sup(f) > 0, we merely find a sufficient condi-
tion. This is the subject of the first theorem. In the second one, we prove the
multiplicity of the solutions of subcritical (for the Sobolev imbeddings) elliptic
equations. In another article [8], we will prove the multiplicity of the solutions
of the prescribing curvature problem, i.e. for a critical elliptic equation.

Cet article est le premier d’une série de deux; on donne ici la démonstration
de résultats parus dans la note a I’Académie des Sciences [7]. On s’intéresse
au probleme de la courbure scalaire prescrite dans le cas d’une variété rieman-
nienne d’invariant conforme négatif. On démontre une condition nécessaire
et suffisante pour que le probléeme admette une solution lorsque la fonction
prescrite f est négative ou nulle. Lorsque sup f > 0, on n’obtient plus que
des condiiions suffisantes (méme si I’'on démontre que 'une d’entre elles est
nécessaire). Ces résultats font ’objet du Théoreme 1. Un second théoréme
prouve la multiplicité des solutions d’équations elliptiques sous-critiques (rela-
tivement aux inclusions de Sobolev).

Dans le second article [8], on s’intéressera a la multiplicité des solutions
du probleme de courbure prescrite qui conduit a une équation elliptique dont
I’exposant est, cette fois, critique.

1. POSITION DU PROBLEME

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n, n > 3. On suppose
M compacte et telle que I'invariant conforme u soit négatif

4(n—1
p= in MR fof VU + [, Ru?
u20, u>0 [fM u2n/(n-—2)](n-2)/n

ou R est la courbure scalaire de M . On considére le probléme suivant: étant
donnée une fonction f continue sur M, existe-t-il une transformation con-
forme de la métrique g — g’ = u*/("~2g, u > 0, telle que f soit la courbure
scalaire de la variété (M, g')?
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A une transformation conforme pres (de la métrique), puisque u est négatif,
on peut toujours considérer (M, g) comme une variété de courbure scalaire
constante R < 0 et de volume 1, ce que I’on fera dorénavant.

Analytiquement on cherche une solution de I’équation

n-2 n-2
M) Mt =D = I

On s’intéresse au cas particulier ot f change de signe sur M . En effet, si f
est une constante négative, ’équation (1) admet une solution constante évidente
et Aubin [3, p. 135] a montré que cette solution était unique. Le cas f < 0 a été
entiérement traité par Aubin [2] par une méthode variationnelle, il a montré que
si f <0 sur M, I’équation (1) admet une unique solution. Kazdan-Warner
[4] et [5] ont retrouvé ce résultat par une méthode de sur et sous-solutions.
Cependant ces deux démonstrations ne peuvent pas étre utilisées lorsque f
s’annule ou change de signe.

Kazdan et Warner {4] ont prouvé d’autre part trois propositions qui s’appli-
quent dans le cas géneral:

1. Pour que I’équation (1) admette une solution, il est nécessaire que [, f
soit strictement négative.

2. 1l existe des fonctions f C* sur M qui satisfont [, f < O, sans que
I’équation (1) n’admette de solution.

3. Si I’équation (1) admet une solution pour une fonction f, elle admet
aussi une solution pour toute fonction f’ vérifiant /' < f.

Dans tout ce qui suit on supposera donc [, f <0.

Lorsque f s’annule ou change de signe, la situation peut étre trés différente
du cas f < 0. Dans ce cas, les auteurs qui se sont intéressés au probléme
s’écartent de la question géométrique en cherchant pour quelles valeurs de A4,
I’équation
(Ez) Au — Au = fuln+d/(n=2)

admet une solution positive (f étant une fonction C*® sur M, qui s’annule
ou change de signe).

Les premiers, Kazdan et Warner ont montré que si f est strictement positive
en au moins un point, alors il existe une valeur maximale iy de A telle que:

si 0 <A< 4, (E;) admet une solution,

si 4> Ao, (E;) n’a pas de solution.
Ouyang [6], Vazquez et Véron [9] ont montré que cette valeur limite existait
aussi si le maximum de f est nul. Cette étude analytique de I’équation (E;) se
traduit pour le probleme géométrique par les résultats suivants pour I’équation
(1):

Pour f donnée, on pose
M, ={xeM/f(x) =0},

V(M,): I'ensemble des variétés a bord incluses dans M, on suppose V(M)
non vide. On définit la grandeur géométrique A; = infgig ou A estla
premiére valeur propre du laplacien pour le probleme de Dirichlet associé a
Q, Q parcourant V(M;). Si M, est lui-méme une variété a bord, 1; = 4y, .
Vazquez et Véron ont montré le théoreme suivant obtenu pour une fonction f
qui s’annule sans changer de signe:

fulr+2/(n=2) oy > 0.



COURBURES SCALAIRES DES VARIETES 4731

Théoreme.
Si |R| < 22503, , I’équation (1) admet une unique solution non triviale.
Si M, est une variété a bord, on a le résultat complet suivant:

si |R| < ﬂn”:—z”}.l , ’équation (1) admet une unique solution non triviale.

si |R| > 4—‘;’:}‘111 , I’équation (1) n’admet pas de solution non identiquement
nulle.

Lorsque f est strictement positive en un point, on n’a plus que le résultat
suivant:

Théoreme. Soit f C™ sur M, f >0 en un point de M, alors il existe Ao > A,
tel que si |R| > *2=1 2, I'équation (1) n’admet pas de solution non triviale.

Mentionnons enfin que T. Ouyang énonce le théoréme suivant (dont la démon-
stration n’a pas paru).

Soit 49 le maximum des valeurs de A tel que I’équation (E;) admette une
solution. Si supf > 0 et 4 < A9, (E;) admet plusieurs solutions. Elle n’en
admet qu’une lorsque 4 = 4. Si sup f = 0, I’équation (E,,) n’admet pas de
solution non triviale.

Ainsi, lorsque f change de signe on ne dispose plus que de conditions
nécessaires a ’existence de solutions de I’équation (1). On est donc amené a
rechercher des conditions suffisantes sur /. Dans ce but, on utilise une méthode
variationnelle du type de celle de Yamabe. On s’apercoit cependant que la fonc-
tionnelle classique

4(n—1
—(n"TIl Ju IV + [}, Ru?
[J,, fuz =2 ]in-2)/m

ne convient pas ici, et qu’il est préférable de la modifier quelque peu. En effet
cette fonctionnelle n’est pas minorée a priori. Lorsqu’on impose des contraintes
de fagon a obtenir un minimum, les multiplicateurs de Lagrange que I’on intro-
duit sont difficiles a controler.

Par cette méthode, on trouve des conditions suffisantes pour que ’équation
(1) admette des solutions lorsque f change de signe, de plus lorsque f s’annule
sans changer de signe ces conditions sont nécessaires. La démonstration permet
de retrouver les résultats d’existence de Kazdan et Warner ainsi que ceux de
Ouyang et Vazquez-Véron.

Par ailleurs on prouve que sous certaines hypothéses, I’équation

n-2

) Aut o

n—2
Ru=——fui~!,
4(n — l)f
ou g est inférieur a 'exposant critique de Sobolev ;2% , admet au moins deux
solutions.

Notations. On pose: _

(a) R= 2(—",,:_27)R, R<O0.

(b) N =:2, n dimension de la variété.

(c) |lll, désigne la norme dans L,; H? est 'espace de Sobolev des fonctions
de L,, dont le gradient est dans L;.

(d) K, et A, sont deux constantes telles que Yu € H?(M), on ait:
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lully < KillVull + A |lul3.
(e) /= =inf(f, 0) et f* =sup(f,0).

I1. ENONCE DES RESULTATS
Soit f une fonction C* sur M . On définit

2
inf LIV4
uey f|u|2

avec &/ ={u€ H:, u>0,u#0 telle que [, |/~|u=0}.
AreR,etsi & =2, 0npose Ar=+co.
I1.1. Equation critique.

Théoreme 1. Il existe une constante C strictement positive, qui ne dépend que
de f~] [ f~, telle que si f C*> sur M vérifie les conditions suivantes:

Ap=

(1) R < X221y
(sup f*)
@ T <6

l’équation (1) admet une solution partout positive. f est alors la courbure
scalaire d’une métrique conforme a g. La condition (1) est nécessaire.

Remarque 1. La condition (1): |R| < #2514, est toujours nécessaire. Dans
le cas particulier ou f s’annule sans changer de signe, c’est-a-dire f* =0, la
condition (2) est toujours vérifiée, la condition (1) devient donc nécessaire et
suffisante.

Remarque 2. On retrouve les conditions d’existence de solutions de Kazdan et
Warner, et de Vazquez-Véron. On a en effet le résultat suivant:

Lemme 1. Pour une fonction f C> telle que M, = {x € M/f(x) > 0} soit une
variété a bord, les deux réels A, , premiére valeur propre du laplacien du probleme
de Dirichlet associé a M, et Ay, introduit ci-dessus, coincident.

De plus on verra qu’il est naturel de poser Ay = +oco lorsque M; =
{x € M/f(x) > 0} est de mesure nulle. Ainsi pour f < 0, supf* =0 et
la condition (2) du théoreme est vérifiée; pour f <0, A5 = +oo et la condi-
tion (1) est vérifiée. Les théorémes d’existence précédents sont compris dans
I’énoncé du théoréeme 1.

Remarque 3. On obtient immédiatement des exemples de fonctions f C* per-
mettant d’obtenir des solutions en remarquant que

PRI lique A R|.
1< |4 +Ki—— ] implique >

(Voir lemme 2.) A4, et K, sont les constantes des inégalités de Sobolev.

11.2. Equation sous-critique. Sl I’exposant de I’équation (2) n’est pas critique,
c’est-a-dire lorsque g €12, ; [ on obtient le théoréme suivant:
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Théoreme 2. Pour toute fonction f C>® sur M, il existe une constante C,
strictement positive, qui ne dépend que de f~/ [ f~, telle que si f vérifie les
conditions suivantes:

1 IRi<2=Dg,

) (supsf*)/ / <G
(3) supf>0,
alors ’équation (2) admet deux solutions distinctes non identiquement nulles.

Pour un exposant g non critique, on peut résumer la situation ainsi: on
cherche a2 minimiser une fonctionnelle F, pour des fonctions de norme fixée
dans L,. Soit k cette norme, u; , le minimum.

Fq(u)=fqu|2+ﬁ/u2-/fuq oilg €12, N[,
u est une fonction qui appartient a I’ensemble
Bieg={uecH},u>0,|ull] =k}

eton note uy , = infueq  Fp(u).

On obtient trois types de courbes py ,(k):

Le premier cas correspond a unc fonction f telle que f <0,0ou f<O0 et
ff 01=0,0u f<0 et > = 1)|R| la courbe k — u; q(k) part de O,
décroit passe par un minimum négatif puis croit et tend vers +oco avec k.

Le deuxiéme type correspond a des fonctions telles que sup f > 0. Cette fois
la courbe k — . q(k) part de 0, décroit passe par un minimum négatif puis
croit passe par un maximum et finalement tend vers —co avec k. On montre
ici que dans le cas oil ce maximum est positif on obtient deux solutions pour
I’équation (2).

Le troisieme type, dont on ne montre pas 1’existence, représente les cas ou
I’on ne peut pas minimiser la fonctionnelle. La courbe k — u; ,(k) part de O,
ne cesse de décroitre et tend vers —oo avec k. On ne peut donc rien conclure
par la méthode utilisée ici.

III. ETUDE DE A;. CONDITION NECESSAIRE

IIL.1. Démonstration du lemme 1. Le lemme 1 énongait: pour une fonction
f C> telle que M, = {x € M/f(x) > 0} soit une variété a bord, les deux
réels A, et A,, coincident. Supposons donc que M, soit une variété a bord.
Ona Ay =infyey [|Vul?/ [|u]*. Avec & ={u€ H?,u>0,u#0 telle que
Ly |f"lu=0}. 4,, tel qu’il est introduit par Ouyang et Véron, est défini par

Ay = inf —'—fM' |Vu|2
1 uesd! fM Iu|2 ’
avec ' ={ueC>®,u>0 sur M;,u=0 sur IM,}.

Immédiatement on a Iinclusion de &' dans &, donc Ay < 4;. Or une
étude classique montre que A, est atteint, et d’apres les théorémes de régularité,
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une fonction qui réalise ce minimum est C*® sur M, . Il existe donc %, con-
tinue telle que uo >0, uy Z 0 et

_ e Jag VU0
uo =0, qui vérifie 4—— =1,
J, 1710 =0, aui verifie 3 =3,

Donc up € &' et Ay =4;.
IIL.2. Estimation de A,. De la définition de A,, on déduit deux propriétés
réunies ici sous la forme d’un lemme:

Lemme 2. (1) Pour tout & donné, il existe des fonctions f telles que A; < e.
(2) Lorsque f >o1 1 tend vers zéro (f étant considérée ici comme variable),
Ay tend vers | mﬁm En particulier la condition

-n/2 -
/ 1< [A1+K. |R|] implique A; > |R|.
>0 4(n-1)

Démonstration. (1) Considérons une fonction f, strictement négative sur
une boule de centre xp, de rayon 7, B(xp, n), f; €étant positive ou nulle en
dehors de cette boule. Soit u, une fonction radiale qui vaut 1 a I’extérieur de
la boule de centre xo, de rayon 27, zéro a I'intérieur de B(xp, 1), u, étant
continue et affine pour r €[5, 21]. Alors A; < [,/ |Vuy|?/ [, [uy|?>. Comme
les coefficients de la métrique sont bornés, il existe deux constantes positives ¢
et ¢’ telles que, 7 étant une constante positive:

e T R I
Ainsi 4, tend vers zéro avec 7.
(2) Pour montrer la deuxiéme propriété on utilise I'inégalité de Holder

2/N (N=2)/N
A A R VA
120 720 120

Considérons des fonctions de & d’apres I'inégalité de Sobolev
Nl < Kyl Vall? + Ay [|ull3.
Jrso Ul < Upso MYV (K | VUll3 + A ||u]l}) - Ainsi puisque Y572 =2

1 -2/n
> / 1) — 4.
=K [( 120 l]

Donc, lorsque | >0 1 tend vers zéro, A, tend vers l'infini, on en déduit

-n/2 -
/ l<[A1+K1 |R|] implique 4, > |R|.
120 4(n-1)

De cette propriété et du théoréme 1, on déduit le lemme suivant:

Lemme 3. Dans la classe conforme d’une métrique a courbure scalaire constante
négative, il existe toujours une métrique dont la courbure scalaire change de signe.

IIL.3. Condition nécessaire. Soit M; = {x € M/f(x) > 0}, si M, = &,
Ar = +00, la condition est inutile. Si M; = M, A, = 0 et I’équation (1) n’a
effectivement pas de solution.
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Si M, # @, soit Q un ouvert a bord C*® tel que M, C Q, soit Q' un
ouvert a bord C*® vérifiant M, C Q' C Q et IQ' NAQ = @. Soit 1 une
fonction plateau qui vaut 1 sur ', a support dans Q et u une fonction de

& , alors nu € & , mais aussi nu € fI}(Q). On a donc ||Vyull? = [|Vn|2u® +
2 [(Vn-Vu)nu+ [ |Vu|*n?. Or Vn est borné et vaut O sur Q' et u =0 presque
partout sur M\Q' donc [|Vn>u? =0 et [(Vn-Vu)qu =0 car quVn =0
presque partout sur M et Vu € L?. Mais par ailleurs ||nu||3 = ||u||3 donc

Ar = infueqq) [ IVul*/ [|ul?, avec B(Q) ={u e H}(Q),u>0,u %0 telle
que [, |f~|u=0}.
Si on considere alors Q; une suite d’ouverts emboités vérifiant
(1) Q; est un ouvert a bord C*® contenant M, ,
(2) Vx € M tel que f(x) <0, il existe J tel que x € Q;,
on peut définir en reprenant les notations de Vazquez-Véron:

da, = inf / IVu?/ / U2, avec & = {u € FX(Q,), u >0, [uld = 1}.
ues

Ona #(Qj)C & donc Ay > Aq, .

Par conséquent, si Vj, v; > 0 est une fonction propre du laplacien pour le
probléme de Dirichlet associé 2 Q; de norme L? égale a 1, les v; forment
une suite bornée de H?(M), donc & une sous-suite prés convergent faible-
ment vers une fonction v lorsque j tend vers I'infini. Les v; convergent
aussi fortement dans L? et presque partout vers la méme fonction v d’ou
lim;j o Aq, > [|Vv|?. D’autre part pour tout x de M tel que f(x) <O,
v(x)=0. On en déduit v € & et lim;,cdg, =4y

11 est alors facile de montrer |R| < A 1. En effet

/A'vju-/ Auvj = — ?ﬂuzo
Q Q, aq, On
donc
(AQ.+§)/ vju—/ fuN"vjzinfu/ _9%% 59
’ Q Q M Jaq, On
puisque

ov;j
/Avj=/ ——67{-.
Q; oQ;

Comme lorsque j tend vers I'infini Supg, (f) < & pourtout ¢ >0, limAg, +R>
0 et donc Ay > IR|.
Montrons alors I'inégalité stricte (A # |R]|).

Aq. + R|su u/ v; > infu A / v; + inf uN"/v~
|Q, |Mp o, j = Q; e, j Q,«(f ) o, J

et donc par passage a la limite |A f +§| supys u > infyr ui; >0 (A, > 0 puisque
S est négative en un point), on en déduit finalement i, # —R.
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IV. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

Puisqu’il est équivalent de prouver ’existence d’une solution pour ’équation
(1) avec la fonction f ou avec af, a > 0, on considére la fonctionnelle:

Fq(u)=/|Vu|2+§/u2-—/fuq oltg €12, N[,
u est une fonction qui appartient 4 I’ensemble
Beg={ueH ,u>0,|luli=k}
et on note u; , =infueqg  Fo(u).

IV.1. py ,est atteint. On considére une suite minimisante de fonctions de
By 4> s0it (u))jen telle que |[u;]|d = k, et limj oo Fy(4j) = pr 4. u; est
une suite bornée dans H?, car 2 partir d’un certain rang F,(u i) S Mg+ 1, et
donc |[Vu;l3 < gk g+ 1+ ksup f — k2R et ||ju;||3 < k.

Par conséquent #; converge faiblement dans H?, l'inclusion compacte de
H}? dans L, et l'unicité de la limite faible permettent d’affirmer qu’une sous-
suite toujours notée u; converge fortement dans L, vers une limite u. u
vérifie:

lulld =k et /Vqu+§/uv_%/fuq-lv =lk,q/u""v.

Les théoremes de régularité montrent qu’alors u est continue. Evidemment,
lorsque k tend vers zéro, uy , tend vers zéro. On peut préciser le comporte-
ment de u; , en zéro grice au lemme suivant:

Lemme 4. Lorsque k est assez proche de zéro py , <0.

En effet u; , < F,(k'/4) < Rk*4 —k [ f. Donc, pour des normes k assez
petites u, , est négatif. De plus la tangente a la courbe k — u; , est verticale
en zéro.

Pour des normes k grandes.

Si f<0, F(u) > Rk?4+k|sup f|, on en déduit immédiatement que x; ,
est positif lorsque k est assez grand.

Le cas le plus délicat est le cas sup f = 0, on verra au cours de la démonstra-
tion de la proposition 2 qu’alors il existe ko tel que i , > 0 pourtout k > ko .

Lemme 5. Si sup f >0, u , est négatif pour k assez grand. De plus py , est
atteint pour des fonctions telles que [ fu? >0.

En effet, si p , < Rk?/9 < 0, une fonction u qui réalise le minimum a la
propriété [ fu? > 0. On considére alors une fonction v a support inclus dans
I'ouvert de la variété ou f > 0. On suppose v € C! et |[v||J = 1. Alors

Fy(k'/1v) = (19013 + RIvIpiee -k [ oe.

Comme [ fv? >0, F,(k"/%v) < Rk¥4 pour k assez grand. Donc y , est
négatif a partir d’une certaine valeur de k.
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IV.2. Continuité de u; ,.
Proposition 1. ;. , est une fonction continue de k .

Démonstration. Pour k et k', soient u et u’ des fonctions de norme 1 dans
L, telles que Fy(k'9u) = p; , et Fy(k'"/%u) = ps ,. Alors

Bt g = tic.q = K*? [/ V|2 — |Vu]? +§/u’2 - uz] - k/f(u"' - %)
w00 [ [roup+ & [u?] - - [ rue.

Comme k' est pris dans un voisinage de k, [|Vu/|>+R [u? et [ fu'd restent
bornés. Par ailleurs, par définition de uy 4, F,(k'/9u') > Fy(k'/9u).
On en déduit
Hminf(uer, g = i, q) 2 0.

Mais, en mettant k' en facteur:

e q = Mk ,q =K1 [/ Vi = |Vul® — ﬁ/u’z - uz] - k'/f(u"’ —uf)
+ (kIZ/q _k2/q) [/lvuIZ +§/u2] _ (ki _ k)/fu"

En utilisant cette fois la définition de u;/ , on obtient
lig} sgp(uk' g~ Mi,q) 0.

Par conséquent u , est une fonction continue de k.

IV3. Etude de A7 , , danslecas ¢ [.,1> 0. On définit maintenant la
quantité As , , = infuey(y,q IVUlI3/llull3, avec

S0 ={ue 20, lulg=1, e [1flue =1 [171},

pour un réel n>0.
On suppose [/,1> 0 eton définit A, ,  =infuew(s,q) IVull3/|lul3, avec

o', )= {ue Bz 0, Julg =1, et [1f e < n 1771}

’f’ n.q €St une fonction décroissante de 7, qui est majorée par A, pour tout
1, mais aussi par i; , ..

Soit alors une suite minimisante v; de fonctions de &'(n, q) telle que
IVoill3/llvil} tende vers A , . Les v; forment une suite bornée de H7,
cette suite converge faiblement dans H? donc fortement dans L, et L, (a une
sous-suite pres) vers v .

Donc [[vfl§ = 1, [If~Jv? < [If=|n et |[v|} = lim|v;{}. Finalement,
v €' (n, q). Mais, comme ||Vol|; < lim|[Vo;|l2, [Voll}/|lv]|3 < 4 donc
/l’f,,,’q est atteint.

De plus [|f~|v? = [|f~|n. Eneffetsi [|f~|v? < [|f~|n, il existe une
constante positive a telle que [|f~|(v+a)? = [|f~|n alors lv+a|f>1 et

IV +a)li3 _ IVoll3 _ .
lv+alf = Jol /o

i
f.n.q
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Puisque (v+a)/||lv+all} € &'(n, q), ceci est en contradiction avec la définition
de }”f n.q°

On a donc montré que A, , . et ir,, sont égaux, donc Ay, , est une
fonction décroissante de 7, qui est majorée par A, pour tout 7, et A , .
est atteint par une fonction de & (7, q), avec & (n,9) = {u € H?/u > 0,
lullg=1,et fIf~[u=n[|f|}.

Pour étudier la convergence de Ay , , lorsque 7 décroit, on démontre deux
lemmes:
Lemme 6. Soit q €12, N[ lorsque n tend vers zéro Ay , , tend vers ;.
Démonstration. Puisque Ay , , est atteint par une fonction que I'on notera
vy,q. Lorsque 7 varie, les v, , forment une suite bornée de H?. En effet, M
estde volume 1, et [|v, ¢ll2 = 1. Donc vy 4]I2 <1 et [V, 4|3 <Af .0 < Af.
Donc, lorsque 1 tend vers zéro, v, , converge a une sous-suite prés faiblement
dans H,2 vers v, , fortement dans L, et L,. Par conséquent |v,||? =1,
JIf~lv9=0, v, >0,donc v, € (1, q) et ||vg]|3 =lim|v, ,||3 d’autre part:

“Vvq"% < lim(lf,n,q"”n,q”%)
< Aglim vy, ql13

<Ay ||'Uq||%~

Donc ||V, |13/llvgll3 = A, par définition de A,. Ce qui montre que A, , , tend
vers Ay lorsque ¢ est fixé
Lemme 7. Soit ¢ > 0, il existe 1o tel que pour tout n < no, il existe g, tel que
pourtout q > qy,Ar 5 a2 Ar—¢.
Démonstration. On va raisonner par ’absurde. Supposons qu’il existe un & > 0
tel que, pour tout 7o, il existe 7 < no et pour tout g, , il existe une valeur de
qg>gq, telleque iy, ,<Ar—e¢.

Soit toujours v, , une fonction qui réalise As , ,,ona |lv, 4|l =1 donc

lvg.qll3 < 1 et ||V, ,,||2/||'v,, ol =47 ,.4. Ainsi n étant convenablement
choisi, il existe une suite de valeurs de ¢ qu1 tend vers N telle que pour
chaque ¢ de cette suite la fonction v, , associée vérifie

IVvy,ql13
llvn,qll3
Ces v,,, forment une suite bornée de H? qui converge faiblement dans H?,
fortement dans L, vers v,. On a donc ||Vv,|3 < liminf||Vv, ,||3. La conver-
gence forte dans L, permet d’affirmer ||Vv,||3 < (A;—¢) [ 'vg , mais ’inégalité
de Sobolev 1 < (Kjis+ A;) fv? , implique

=).f,,,,q < }.f—s

n.4q

2> —————

/’U”—Kllf-l'A[.

On vérifie alors aisément que [v) <1 et [|f~|v2 <n[|f~|. En effet, pour
k<N fixé, Vg>k

[rhast e furwhes [ [fum] ™"

< n""’/lf‘l-
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k étant toujours fixé on peut faire tendre g vers N

Jokst e [irwh <o [i

Sur 4 = {x € M/v,(x) > 1}, le lemme de Fatou appliqué a vk et |f~|v¥
impose limy_y [, vf = [v) et lim_y [, |/ vf = [,|f~lvY. Sur M\4 la
convergence dominée permet de conclure. Faisons maintenant varier 7, con-
sidérons une suite de valeurs de n qui tend vers zéro, telle que pour chaque 7 de
cette suite, pour tout g, , il existe une valeurde g > g, telleque Ay , , <A,—¢.
On peut, d’apres ce qui précede, associer a chacune de ces valeurs de n une
fonction v, . La suite des fonctions v, est bornée dans H? et

1
25 1
/v"—Kllf+A1

donc lorsque 7 tend vers zéro, v, converge faiblement dans H? et fortement
dans L, vers v positive et non identiquement nulle, qui vérifie

/ Vo2 < (A - e)[lvl3-

Mais 0 < [|f~|v¥ <limyo [|f~|v) < 5 [|f~| implique [|f~|v =0. Par
conséquent v € & et par définition de Ay, [|Vv|*/|v|3 > As, ce qui est
contradictoire. Autrement dit Ve > 0, 3 tel que Vi < no, [ |Vv,[2/lvgll3 >
).f —é&.

Ino tel que Vn < n il existe g, tel que Vg > gy, Ay, o > Af —&.

Si maintenant supf =0 et [ 1 =0, A, n’est plus défini. On va montrer
que I’on obtient ’équivalent des lemmes 6 et 7 en remplagant A, par +oo.

IV4. Etude de A7, , danslecas [ 1 =0, supf =0. Si [,,1=0
et donc sup f = 0, on peut toujours définir A, , , pour 7 # 0. A, ,, g =
infuew n.q) IVUI3/Iul}, avec & (n,9) = {u € Hiju 2 0, |ulf = 1, et
J1fut = nf[f‘ }. A n fixé, pour g €12, N[, Ay , , existe, en effet M(n q)
est non vide puisqu’il existe toujours une fonction u C* telle que ||| =1
dont le support soit inclus dans I'ouvert {x € M, |f~|(x) < n[|f~|}. La
méme démonstration que dans le cas [,,1> 0, prouve que is , , est atteint
par une fonction de & (7, q), et que ,1},,,,4 décroit lorsque 7 croit.
On a alors le lemme 8

Lemme 8. Soit q €]2, N[ lorsque n tend vers zéro iy , , tend vers linfini.

Démonstration. A , , est atteint par une fonction que I'on notera v, 4. Sup-
posons que lorsque 7 tend vers zéro, on puisse trouver une suite de v, , qui
forment une suite bornée de H}.

Lorsque 7 tend vers zéro, les v, , convergent, a une sous-suite prés, faible-
ment dans H} vers v, , fortement dans L, et L, .

Par conséquent, ||v,|l7 =1 et [|f~|v = 0. Comme cette derniére égalité -
entraine v, = 0 presque partout, elle est contradictoire avec la premiere. Donc
As.n.q tend vers l'infini lorsque 7 tend vers zéro, a g fixé.

On peut aussi montrer I’équivalent du lemme 7
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Lemme 9. Il existe ny tel que pour tout n < no, il existe q, tel que pour tout
4>ay Arn.q>IR|.
Démonstration. On raisonne de nouveau par I’absurde.

Supposons qu’il existe une suite de valeurs de 7, (7;)jen qui tende vers zéro,
telle qu’il existe g; €]2, N[ tel que: Ay, 4 < IR|. 4 f.n;.q; €St atteint par
une fonction v; qui vérifie ||v;||lf =1 et |[Vu|l} <A, o . Lasuite v; est
donc bornée dans H?, elle converge (2 une sous suite prés) faiblement dans
H,2 , fortement dans L, vers une fonction v .

De plus, toujours a une sous-suite prées, quelque soit la limite g des g;, g €
[2, N1, puisque la suite converge faiblement dans L,, on a:

o< 1107 < Jim [17 107 < 1571,

Donc [|f~|v? =0, v est presque partout nulle, ||[v||; =0. Ainsi lim|jvj[|3 =0
et I’inégalité de Sobolev

K[|Vl > 1 = 4y lvjli3

contredit le fait que Ay , , reste borné.
Ces lemmes établis on peut démontrer la proposition 2.

IV.S. ., est positif pour une certaine valeur de k.

Proposition 2. Soit g €]2, N[, on rappelle, R = a",,'Tzl;R-

o (a) Supposons sup f >0 et As > |ﬁ|, il existe n, tel que ¢ =Af,,,,q+§ >0.
n pose

Cq=ﬂinf<~ ¢ ,1)
8 |R|[4: + K;(|R] + €)]

ot Ay et K| sont les constantes de l’inégalité de Sobolev. Si sup f/ [ |f~| < C,,
ou C, nedépendquede =/ [|f~|, alors il existe un intervalle I, = [k, 4, k2 4]
tel que Vk € I, py 4 >0.

(b) Si sup f =0, soit ffzol =0, soit si ffgol # 0, on suppose As > Iﬁl,
alors il existe un intervalle I, = [k 4, +oo[ tel queVk € Iy, py 4 >0.

Démonstration. Si sup f > 0, dans les conditions de la proposition, d’apres les ‘
lemmes 6 et 8, il existe n,telque e=47 , ,+R>0.

On suppose que f vérifie les conditions de la proposition. Soit alors u, une
fonction de H?, positive ou nulle sur M , telle que: ||u||j =k avec k(@=2/7 >

2|R|/n f1f~|. Onpose ki 4 = [2|R|/n [|f~|19/2).
Deux cas se présentent:
Soit [|f~|u? > nk [|f~|. Mais alors, on peut minorer

Go(u) = Va3 + Rljull? + / .



COURBURES SCALAIRES DES VARIETES 4741

En effet:
Ga(w) > Riul + [ 1/ Ink
> |§Ik2/q I:” fo_lkl—Z/q _ l]
|R|

> |R|k/4.

Soit [|f~|u? < nk [|f~| mais alors: |[|Vuli2/|lull} > As,,, 4, €t on peut
minorer G,(u) ainsi:

Ga(W) 2 (i, .0+ ROt} + [ 17102
> eluld+ [ 1/-1we.
On pose alors a+ B =¢,a= BA1/|1~2|K1 , comme
Il = 003+ [ 17716 ~ Gyt

d’apres la définition de o et B, on a:

Gy(u) > allull3 + %IIIWII% + / [/~ 1u? = Gg(u)] + / |f~ ]l
et donc
B 2, B 2
(1 + | ﬁl) Gy(u) 2 allullz + iR IVullz

alR|

> £ [uwu% - Tuuuﬁ]

" IR|
par construction a|R|/B = 4;/K, d’ou comme K;|[Vul + 4;lull} > |lu|2 =

k4,
-1
prle( 8
G,(u)>2 =— |1+ =
WRT IR|
et finalement puisque
_ K]lﬁle
A+ KR’

si supf=0,ona Vk>ky g, ,>0.
Si sup f > 0, posons

m = inf am—— -1
A+ K (|R| +¢)

Fy(u) = Gy(u) — [ f+u? > G,(u) — sup fk et Yk > ky 4, Fy(u) > mk?/9 -
ksupf.Ona

G,(u) > —
A+ K (IR +¢)

1 m q/(g-2)
F,(u) > zmkz/" >0, sik< [ ]

2sup f
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Mais puisque I’on a posé sup f < [|f~|C,, avec C; = mn/ 8|§| , 'inégalité est
vérifiée si

/(g—=2) = q/(g-2)
k< |—T e — | 4R =29/@-D,
2[1f-1C n[1f~] ’

avec toujours k; , = [2|R|/n [|f~|199=? . On posera k, , = 2"k, ,. Ce qui
démontre la proposition.

IV.6. Fin de la démonstration du théoréme 1.

Remargue. Lorsque ’on considére une suite de valeurs de ¢ qui tend vers N,
la suite des valeurs C; ne tend pas vers 0; de méme si sup f =0, k; , ne tend
pas vers I'infini et si sup f > 0, k; , ne tend pas vers k; 4, et le sup des p; 4
ne tend pas vers zéro.

En effet, si on fait tendre g vers N, d’aprés le lemme 7, on peut choisir une
valeur de 7, telle que il existe g, qui réalise pour tout ¢ > gy, A7 , ,+R >
& > 0. Alors, d’apres la proposition 2, si

n. €
supf<C=—1nf(~ = ,l)
8 |R|[4: + K\(|R| +&)]

il existe une suite d’intervalles I,, dont la longueur ne tend pas vers zéro, tels
que pour tout ¢, VK€ I, uy ,>0.

Pour tout g €]g,, N[, que f prenne des valeurs positives ou non, on a donc
montré que sous les hypothéses du théoréme, il existe toujours un intervalle
[lg, I;] tel que Vk € [l;, I[], w ¢ > 0. [, et I} dépendent de f et de g,
mais pour une fonction f donnée lorsque g tend vers N, [; — [, ne tend pas
vers zéro, en effet on peut choisir /, tel que [, — [/ = RIR|/n [1f-11M? et
I; — 2"2]. De plus, d’aprés la démonstration précédente, si sup f > 0, en
posant . = SuDyeg+ Mk ,q » il €st clair que lorsque g tend vers N, uy, , ne
tend pas vers zéro. On pose alors

= inf F
Bk, q uel.%k,, q(u)

avec
D g={uecH,u>0,|ul] <}

Uk, .q est atteint pour une fonction u, qui satisfait |ju,]|§ = k, et Fy(u,) =
Mk, .q- Mi.q €tant négatif lorsque k est proche de zéro, uy,,; < 0. On en
déduit que k, est inférieur a /;, donc a [, puisque Vk € [l;, 7], ux 4> 0.

u, est donc un point critique de la fonctionnelle et les théorémes de régularité
montrent qu’alors %, est une solution C* de’équation (2). Comme il apparait
clairement dans la démonstration de la proposition 2, les u, sont majorés dans
L,.

En effet puisque k, < k) , = [2|R|/n [|f~]199~2 ona k, < C' avec

, 2R 17"
C‘s‘“’[" nflf‘l] ]
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Les u, sont des fonctions strictement positives (Aubin [3, Proposition 3.75])).
Ces fonctions vérifient:

Auy + Ruy = %fug".
Ainsi lorsque u, est minimale Au, <0 et par conséquent
(a) lorsque en un point P de M u, est minimale f(P)<0.
(b) f(P)u§™"(P) < 2Ruy(P) donc
2R 2R
qf(P) =~ Ninf f
Ainsi les u, sont uniformément minorées par m’ > 0. Il reste a montrer que

les pu, , sont uniformément bornés pour g € [g,, N]. D’une part y, , <0,
d’autre part

ul=(P) > 0.

Mk, .q > RK} - sup fk, > RC'/7 — sup fC'
> (R -sup f)C', car%<1.
On en déduit que la suite u, est bornée dans H?. En effet

sl < €29, et Vgl < g+ [ g ~ Rl
<sup fC'.

A une sous-suite prés, u, converge alors faiblement dans H? vers une fonc-

tion u, linclusion compacte de H? dans L, et l'unicité de la limite faible

impliquent alors la convergence vers u des u, dans L, et presque partout.
Par ailleurs pour tout g € [go, N]:

/quV'v +§/uq'v - %/fug“v =0, YveH:.
La convergence faible dans H,2 et forte dans Ly_; impliquent
/Vqu+§/uv - g/fu"’"v =0, YveH?:.
Donc u satisfait faiblement I’équation
(1) Au+§u=%fu”".

Les théoréemes de régularité assurent qu’alors u est C*° et la convergence
presque partout des u, vers u entraine u(x) > m’ pour tout x € M, u
est une solution non triviale de I’équation (1).

V. DEMONSTRATION DU THEOREME 2

On suppose ici sup f > 0, et (sup f*)/[|f~| < C. Dans les conditions du
théoréme on a vu qu’il existe un intervalle I,, tel que si k € I, . , soit
positif. Par ailleurs, pour k proche de zéro u; , est négatif, de méme que
lorsque k tend vers I’infini.

On en déduit que u; , posséde un minimum et un maximum. Le minimum
(relatif) est atteint, on I’a montré, par une fonction solution de 1’équation (1).
Pour montrer que I’on obtient une autre solution, on utilise le lemme du col.
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Lemme 10. La condition de Palais-Smale est vérifiée.

On raisonne par I’'absurde. Supposons qu’il existe une suite de fonctions v,
telle que F(v,) tend vers une limite finie C, F(v,) tend vers zéro et v, tend
vers l'infini en norme H?.

On a donc pour tout ¢ dans H?:

J V0, VE+R [unl - § [ fui~'& =eliE],
[IVu 2+ R [v2— [ fvi—C,
ou || || désigne la norme dans H?. Donc en particulier pour & = v, .
{ JI1Vval? + R [}~ § [ fod = élloall,
[IVva2 + R [v2 - [ fol - C.
On en déduit Ve > 0, 3INy/Vn > N
{ [(§-1)J fvi - C| <& +efvall,
|(§=1) [F1vual? + R f03] - 4C| < %2 + lwall.

Soit alors k une norme L, telle que u; , soit positif. On pose w, = k'/4 T »
on a alors

{|(§—1)ffwn—|,,,n,, < Tt * E i
2/ 2/
(- [t R o] 3] < 3] i

Puisque ||w,||3 est bornée, la deuxiéme équation entraine que w, est une suite
bornée de H?. Mais alors, si ||v,||, tend vers Pinfini, les deux équations ci-
dessus entrainent F(w,) — 0. Par ailleurs, comme |lw,|| =k, ona F(w,) >
Ui,q, €t donc ;. , < 0 mais on a choisi k de telle sorte que u; , > 0,
on obtient donc une contradiction. Une telle suite est donc bornée dans H}?.
Puisque g < N, les inclusions de Sobolev sont compactes, on en déduit que la
condition de Palais-Smale est vérifiée.

Soit ko la norme telle que y, , soit maximum. Soient k; et k, des normes
telles que

Bk, q=0; ki <ko,
Uiy ,q=0; k> ko.
Soient
T e {heC0, 1, H})/h(0) = uy, o, h(1) = uyy ¢}
et :

;g{ ggvg]Fq(h(y))

Si p, n’était pas un niveau critique, il existerait ¢, inférieur a u,/2, tel que
F;'{[ug — €, ug + €]} ne contienne pas de point critique.

Mais alors, en reprenant la démonstration d’Ambrosetti-Rabinowitz [1], il
existerait 7,, ¢t € [0, 1], continue en ¢, de H? dans H?, vérifiant:

(1) mo(u)=u, Yue HZ.

(2) n(u)=u, Vue H ,u g F; ' {[ug — €, pg +¢€1}.
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(3) 1, est un homéomorphisme de H}?.

(4) Fy(m(u)) < Fy(u), Yu € H}.

(5) m({u/F,;(u) < u+e}) estinclus dans {u/F,(u) < ug —é¢}.

Soit alors un chemin & € I' tel que maxy¢po, 1 F;(A(y)) < #g +&. Comme
Fo(ui, ,q) < g — € et Fo(uy, q) < pg — ¢,

nl(uk, ,q) = U q et ”l(ukz,Q) = Uk, ,q-

Donc #5,(h) € T’ mais max,epo, 1; F5(1(h(y)) < ug — & ce qui serait une contra-
diction.

On en déduit que y, est un niveau critique de la fonctionnelle, comme par
ailleurson a g > py, , > 0, il s’ensuit que I’équation (2) admet deux solutions
distinctes non nulles.
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